
Глава II 

РАСЧЕТНЫЕ МОДЕЛИ АНАЛИЗА ТЕХНИКИ 
ТЯЖЕЛОАТЛЕТИЧЕСКИХ УПРАЖНЕНИЙ 

2.1 Координаты точки, тела, системы тел 

Механическое движение тел – это их перемещение в пространстве с 
течением времени. Соответственно, для определения механического со-
стояния и его изменения необходимо, прежде всего, оперировать такими 
характеристиками, которые позволяют указать положение тела в про-
странстве и времени. 

Пространственное положение объекта может быть определено толь-
ко по отношению к другому телу. Основным способом задания положения 
объекта является метод координат. В этом случае с выбранным заранее 
телом отсчета связывается определенная система координат, задаваемая 
началом отсчета и осями координат. Для числового определения коорди-
нат выбирается длина единичного отрезка вдоль каждой из осей. 

В связи с тем, что при исследовании техники тяжелоатлетических 
упражнений обработка материалов оптической регистрации движений за-
ключается в выполнении «промера» с последующим считыванием коор-
динат суставов, необходимо рассмотреть некоторый материал из аналити-
ческой геометрии по определению координат точки. Для простоты изло-
жения остановимся на определении координат на плоскости. Следует опи-
сать процедуру определения не только декартовых (прямоугольных) ко-
ординат, но и полярных координат. Данный факт обусловлен тем, что при 
описании движения связанной системы тел, которую представляет биоме-
ханическая система, гораздо удобнее использовать именно полярную си-
стему координат.  

В прямоугольной системе координат положение точки на плоскости 
определяется параллельными (контравариантными) координатами (рису-
нок 2.1). 
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Рисунок 2.1 – Прямоугольные  
координаты точки на плоскости 

Рисунок 2.2 – Полярные 
координаты точки 

Для точки K  прямоугольными координатами будут являться длины 
проекций отрезка KO  на координатные оси избранной системы координат. 
Знак координаты определяется номером квадранта, в котором расположе-
на эта точка (таблица 2.1). 

Таблица 2.1 – Знаки координат в зависимости от номера квадранта 

Итак, в прямоугольной системе координат каждой точке плоскости 
можно поставить в соответствие пару чисел – координаты этой точки от-
носительно заданной координатной системы. Положение точки K  с абс-
циссой хК  и ординатой yК  сокращенно записывается в виде ),( yхК . 

Любое механическое движение можно представить как композицию 
двух видов движения – поступательного и вращательного. Причем движе-
ние тела спортсмена как движение многозвенного механизма всегда будет 
включать в себя вращательную компоненту. И если в поступательном 
движении любая прямая, связанная с движущимся объектом, остается па-
раллельной самой себе, то вращательное движение характеризуется осью 
вращения и углом поворота относительно этой оси. Для характеристик уг-
ловых перемещений тела удобно пользоваться полярной системой коор-
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динат (рисунок 2.2). В этом случае полярные координаты точки K  опре-
деляются полярным радиусом R  (или расстоянием от K  до полюса О) и 
полярным углом Q  между полярной осью и лучом, соединяющим полюс с 
точкой K . Положение точки K  в полярных координатах записывается в 
виде ),( QRK . При отсчете полярного угла от полярной оси против движе-
ния часовой стрелки полярный угол считается положительным и отрица-
тельным при отсчете в противоположном направлении. Итак, положение 
тела на плоскости в полярной системе координат определяется двумя чис-
лами – полярным углом и полярным радиусом [72; 75]. 

Укажем формулы, с помощью которых возможен переход от декар-
товых прямоугольных координат к полярным и наоборот. Пусть полярная 
ось полярной системы координат совпадает с осью абсцисс декартовой 
системы координат, а полюс – с началом декартовой системы. Тогда точ-
ка K  в декартовой системе координат, имеющая в этих двух системах ко-
ординаты ),( QRK  и ),( yxK , будет иметь в другой системе следующие коор-
динаты: 

,cosQRX = .sin QRY =  (2.1) 

В полярной системе координат обратный переход от декартовых к 
полярным координатам осуществляется следующими формулами: 

(2.2) 

Формулы перехода от одной системы координат к другой весьма ак-
тивно используются при обработке результатов оптической регистрации. 
Традиционно в качестве исходных координат считываются прямоуголь-
ные координаты суставов спортсмена. В дальнейшем необходимо рассчи-
тать такие характеристики, как длина радиуса-вектора общего центра масс 
тела, величины и направления скорости его перемещения, вектора силы 
реакции связи в суставах и т. д. 
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Как отмечалось выше, для определения координат точки достаточно 
задать одну неподвижную систему координат. Для определения координат 
тела можно использовать два подхода: 

1) определять координаты точек тела в заранее заданной неподвиж-
ной системе координат; 

2) определять в неподвижной системе координат координаты только
одной точки тела, а координаты других точек – относительно этой точки. 
В этом случае мы рассматриваем две системы координат: одну –
неподвижную, другую – подвижную, связанную с заранее избранной точ-
кой на теле.  

Выбор способа задания координат определяется простотой нахожде-
ния данных координат. Необходимо указать правила перехода от одного 
способа определения координат в другой. Для простоты изложения рас-
смотрим случай плоскопараллельного движения, т. е. такое движение те-
ла, при котором траектории всех его точек лежат в параллельных плоско-
стях. Пусть Oxy  – неподвижная система координат, совпадающая с плос-
костью движения тела, а 11 yCx  – жестко связанная с телом подвижная си-
стема координат (рисунок 2.3). 

Рисунок 2.3 – Подвижная и неподвижная системы координат 

Относительно неподвижной системы координат тело может совер-
шать движение в следующих направлениях: 

• поступательном вдоль осей Ox  и Oy ;
• вращательном в плоскости Oxy .

Yc 
C 
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Таким образом, свободное движение тела в плоскопараллельном 
движении имеет три степени свободы, и его положение на плоскости Oxy  
можно задать тремя координатами. За эти координаты можно принять две 
координаты: начало подвижной системы координат, которые обозначим 
через Xc  и Yc , и угол Q , образованный осями подвижной и неподвижной 
системы координат. 

Рассмотрим на теле другую, отличную от C, точку K , координатами 
которой в системе Oxy  будут значения Xk  и Yk , а в системе 11 yCx , связанной 
с телом, – 1Xk  и 1Yk . 

Между координатами точки K  в подвижной и неподвижной систе-
мах существуют следующие соотношения: 

1. По известным координатам точки K  в неподвижной системе ко-
ординат определяются координаты этой же точки в подвижной системе 

,sin)(cos)(1 QXcXkQYcYkYk −−−=
.cos)(sin)(1 QXcXkQYcYkXk −+−=  (2.3) 

2. По известным координатам точки К в подвижной системе коорди-
нат определяются координаты этой точки в неподвижной системе 

,sincos 11 QXkQYkYcYk ++=  
.cossin 11 QXkQYkXcХk +−= (2.4) 

Формулы (2.3), (2.4) являются уравнениями преобразования плоских 
декартовых координат, которые называются в математике ортогональным 
преобразованием. В механике эти уравнения фактически определяют всю 
кинематику твердого тела, т. к. на их основе определяются и скорости, и 
ускорения точек тела. 

Уравнения существенно упрощаются, если точку K  расположить на 
оси абсцисс подвижной системы координат, предположим, на расстоянии 
L  от ее начала. В этом случае формулы преобразований принимают сле-
дующий вид:  

1. Прямая зависимость
,01 =Yk .1 LXk =  (2.5) 

2. Обратная зависимость
,sin QLYcYk += .cosQLXcXk +=  (2.6) 
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Если координаты начала подвижной системы координат и угол зада-
ны в виде функций времени, то ортогональное преобразование определяет 
траекторию любого из возможных значений координат тела. В случае ес-
ли на движение тела не наложено никаких ограничений, то оно называется 
свободным, например, движение тела, брошенного под углом к горизонту. 
При наложении же определенных ограничений на кинематику тела речь 
идет о связанных движениях. Например, при движении физического маят-
ника траектория любой из его точек ограничена радиусом вращения, тра-
ектория движения точек биомеханической системы также ограничена 
длинами звеньев тела и анатомическими особенностями строения суста-
вов.  

Ограничения на свободное движение тел называются связями. Фор-
мализация связей – это описание ограничений на свободное движение в 
виде математических уравнений. 

Если рассматривается плоскопараллельное движение нескольких 
твердых тел, то конструктивно связь между ними можно задать с помо-
щью хорошо известного в механике простого цилиндрического шарнира, 
т. к. такое соединение допускает вращательное движение соединенных 
между собой тел только в одной плоскости. Основная особенность подоб-
ной связи состоит в том, что центр шарнира остается неподвижным как 
для первого, так и для второго из соединенных тел. Рассмотрим, каким 
образом можно формализовать конструктивную связь в виде цилиндри-
ческого шарнира на примере шестизвенной модели спортсмена. 

Допустим, что мы имеем свободную систему из шести тел, не соеди-
ненных между собой. Как было показано ранее, для каждого из шести 
звеньев можно ввести координаты, характеризующие его положение на 
плоскости (рисунок 2.4). 

Припишем каждому порядковому номеру звена соответствующий 
цифровой индекс. Однотипные элементы каждого звена обозначим одной 
и той же буквой с цифровым индексом, соответствующим номеру звена. 
Примем следующие обозначения: 

111 yxC  – подвижная система координат, связанная с первым телом; 

222 yxC  – подвижная система координат, связанная со вторым телом; 
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333 yxC  – подвижная система координат, связанная с третьим телом; 

444 yxC  – подвижная система координат, связанная с четвертым телом; 

555 yxC  – подвижная система координат, связанная с пятым телом; 

666 yxC  – подвижная система координат, связанная с шестым телом; 

654321 ,,,,, QQQQQQ  – углы наклона оси абсцисс первой, второй, третьей, 
четвертой, пятой, шестой подвижных систем координат к оси абсцисс не-
подвижной системы координат; 

654321 ,,,,, XCXCXCXCXCXC  – координаты по оси Ox  в неподвижной си-
стеме координат начала подвижных систем координат соответственно для 
первого, второго, третьего, четвертого, пятого, шестого звена; 

654321 ,,,,, YCYCYCYCYCYC  – координаты по оси Oy  в неподвижной систе-
ме координат начала подвижных систем координат соответственно для 
первого, второго, третьего, четвертого, пятого, шестого звена. 

Рисунок 2.4 – Свободная система из шести опорных тел 

Причем эти начала подвижных систем координат расположим так, 
чтобы они совпадали с ЦМ каждого звена. 

На осях абсцисс подвижных систем координат отметим для каждого 
звена по две точки ,,;,;,;,;,;, 665544332211 KEKEKEKEKEKE  изображающие оси 
цилиндрических шарниров. Следовательно, при соединении тел в шести-
звенную систему должны совпадать точки 1K  и 2E , 2K  и 3E , 3K  и 4E , 4K  и 

5E , 5K  и 6E . Предположим: 
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111 LKE = , 222 LKE = , 333 LKE = , 444 LKE = , 555 LKE = , 666 LKE = , 

111 SCE = , 222 SCE = , 333 SCE = , 444 SCE = , 555 SCE = , 666 SCE = . 
Тогда для рассматриваемой модели из шести звеньев Li представляет 

собой длину i-го звена, а Si – расстояние от точки соединения звена с 
предыдущим звеном (для первого звена такой точкой выступает точка на 
оси вращения, ближайшая к началу неподвижной координат) до ЦМ. 

Запишем в развернутой записи координаты отмеченных на звеньях 
точек до соединения звеньев в связанную систему. Воспользовавшись тем, 
что по условию оси шарниров расположены на осях подвижных систем 
координат, выполним ортогональное преобразование для этих точек по 
формулам (2.6): 

11111 sin)( QSLYCYK −+= , 1111 sin QSYCYE −= , 
11111 cos)( QSLXCXK −+= , 1111 cosQSXCXE −= ; 
22222 sin)( QSLYCYK −+= , 2222 sin QSYCYE −= , 

22222 cos)( QSLXCXK −+= , 2222 cosQSXCXE −= ; 
33333 sin)( QSLYCYK −+= , 3333 sin QSYCYE −= , 

33333 cos)( QSLXCXK −+= , 3333 cosQSXCXE −= ; 
44444 sin)( QSLYCYK −+= , 4444 sin QSYCYE −= , 

44444 cos)( QSLXCXK −+= , 4444 cosQSXCXE −= ; 
55555 sin)( QSLYCYK −+= , 5555 sin QSYCYE −= , 

55555 cos)( QSLXCXK −+= , 5555 cosQSXCXE −= ; 
66666 sin)( QSLYCYK −+= , 6666 sin QSYCYE −= , 

66666 cos)( QSLXCXK −+= , 6666 cosQSXCXE −= . 

(2.7) 

Мы сознательно записали уравнения для всех шести звеньев в раз-
вернутом виде. Громоздкость данных выкладок не вызывает сомнений. 
Увеличение числа звеньев системы приводит к еще более громоздким 
уравнениям. Однако таким образом можно проконтролировать коррект-
ность вывода каждого уравнения. Кроме того, сложность составления 
уравнений для многозвенных систем наводят на мысль о том, что при со-
ставлении уравнений кинематики необходимо использовать такой метод, 
который бы обеспечивал автоматизированный вывод уравнений непо-
средственно ЭВМ, минуя их явную запись на бумаге. 
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Продемонстрируем данный подход. С этой целью используем в 
формулах не цифровую, а буквенную индексацию. Например, обозначим 
через j  номер опорного тела. При этом индекс j будет изменяться от j=1 
до j=N, где N  – количество опорных тел. В принятых обозначениях урав-
нения координат осей шарниров опорных тел для j-го звена системы име-
ют вид: 

jjjjj QSLYCYK sin)( −+= , jjjj QSYCYE sin−= , 
jjjjj QSLXCXK cos)( −+= , jjjj QSXCXE cos−= ; 

.,...,2,1 Nj =  

(2.8) 

Такой компактный вид приобретают формулы ортогонального пре-
образования для решаемой задачи. Подставляя в эти формулы значения 
индекса, определяем координаты осей шарниров j -го звена. Значение j  
при этом может быть любым (1, 2, 3, …, 20, …, N) и зависит только от 
числа звеньев рассматриваемой биомеханической системы. 

Если совместить точки 1K  и 2E , 2K  и 3E , 3K  и 4E , 4K  и 5E , 5K  и 6E  и 
соединить их с помощью цилиндрических шарниров, то свободная систе-
ма их шести опорных тел станет связанной. Так как при наложении по-
добной связи координаты точек 1K  и 2E , 2K  и 3E , 3K  и 4E , 4K  и 5E , 5K  и 6E , 
являясь осями шарниров, будут попарно равны, то очевидно, что условия 
равенства координат связанных точек запишутся в виде системы уравне-
ний: 

2221111 sinsin)( QSYCQSLYC −=−+ , 
2221111 coscos)( QSXCQSLXC −=−+ ; 

3332222 sinsin)( QSYCQSLYC −=−+ , 
3332222 coscos)( QSXCQSLXC −=−+ ; 

4443333 sinsin)( QSYCQSLYC −=−+ , 
4443333 coscos)( QSXCQSLXC −=−+ ; 

5554444 sinsin)( QSYCQSLYC −=−+ , 
5554444 coscos)( QSXCQSLXC −=−+ ; 

6665555 sinsin)( QSYCQSLYC −=−+ , 
6665555 coscos)( QSXCQSLXC −=−+ , 

(2.9) 

или с использованием буквенных индексных обозначений получим сле-
дующую сокращенную запись уравнений (2.9): 

38 



111 sinsin)( +++ −=−+ jjjjjjj QSYCQSLYC , 
111 coscos)( +++ −=−+ jjjjjjj QSXCQSLXC ; 

.1...,,2,1 −= Nj  
(2.10) 

Как и ранее, индекс j обозначает номер звена системы связанных 
тел. Универсальность уравнений (2.10) заключается в том, что они, в от-
личие от уравнений (2.9), не ограничиваются шестизвенной системой свя-
занных тел, а распространяются на многозвенную систему, состоящую из 
N-го количества соединяемых тел. В приведенной записи они удобны для 
программирования на ЭВМ, т. к. в этом случае отпадает необходимость 
развернутой записи и при циклически построенной программе всего два 
уравнения в форме (2.10) охватывают любую N-звенную неразветвленную 
биомеханическую систему. В то же время, например, для одинадца-
тизвенной модели необходимо записать в развернутой записи уже два-
дцать уравнений. Как видим, чем больше звеньев в модели, тем более 
громоздкими становятся уравнения. 

Таким образом, конструктивная связь в виде цилиндрических шар-
ниров, наложенная на цепь из шести опорных тел, формализована в форме 
уравнений (2.9), а при распространении на N-звенную систему – в форме 
уравнений (2.10). Уравнения показывают, что если рассматриваемые ра-
венства имеют место в любой момент времени движения системы тел, то 
эта система связанная. Уравнения, с помощью которых формализуются 
конструктивные связи, называются уравнениями связи. 

 
2.2 Координаты центра масс звеньев тела и суставов 

Так как наложение связи ограничивает свободу движения, то возни-
кает возможность с помощью уравнений связи выразить некоторые коор-
динаты связанной системы тел через другие. Действительно, система из 
шести свободных звеньев имеет в плоскостном движении восемнадцать 
степеней свободы, т. к. каждое звено имеет три степени свободы. При 
наложении же на свободные звенья связей (2.9) получим связанный  
шестизвенник (рисунок 2.5). 
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Рисунок 2.5 – Кинематическая схема связанного шестизвенника 

 
Для определения положения шестизвенника достаточно уже не во-

семнадцать координат звеньев тела, а только восемь. Определим их из 
уравнений связи (2.10): 

2211112 sinsin)( QSQSLYCYC +−+= , 
2211112 coscos)( QSQSLXCXC +−+= ; 

332211113 sinsinsin)( QSQLQSLYCYC ++−+= ,    
332211113 coscoscos)( QSQLQSLXCXC ++−+= ; 

44232211114 sinsinsinsin)( QSQSLQLQSLYCYC +++−+= , 
44332211114 coscoscoscos)( QSQLQLQSLXCXC +++−+= ; 

5544232211115 sinsinsinsinsin)( QSQLQSLQLQSLYCYC ++++−+= , 
5544332211115 coscoscoscoscos)( QSQLQLQLQSLXCXC ++++−+= ; 

665544232211116 sinsinsinsinsinsin)( QSQLQLQSLQLQSLYCYC +++++−+=

665544332211116 coscoscoscoscoscos)( QSQLQLQLQLQSLXCXC +++++−+= ; 

(2.11) 

Из приведенных уравнений видно, что линейные координаты центра 
масс второго, третьего, четвертого, пятого и шестого звена выражаются 
через линейные координаты центра масс первого звена и углы наклона 
звеньев шестизвенника к оси Ох. Рассматриваемый шестизвенник имеет 
восемь степеней свободы: вся система может перемещаться поступатель-
но в плоскости Oxy  вдоль осей Ох и Оу, а также каждое звено вращается в 
этой плоскости. Восьми степеням свободы соответствуют восемь коорди-
нат шестизвенника, называемые в механике обобщенными координатами, 
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по которым и определяется положение шестизвенника на плоскости Оху. 
В данном случае обобщенными координатами являются:  

• линейные координаты центра масс первого звена ( 1YC , 1XC ); 
• углы наклонов звеньев к оси Ох ( 1Q , 2Q , 3Q , 4Q , 5Q , 6Q ). 
Следовательно, положение свободной шестизвенной системы тел на 

плоскости определяется заданными значениями линейных координат цен-
тра масс первого звена и углами наклона звеньев к оси Ох. 

В уравнениях (2.11) заданы координаты центра масс звеньев, а здесь 
говорится о шарнирах 

Уравнения (2.11) можно распространить и на свободную N-звенную 
систему связанных тел, что позволяет исследовать кинематику движений 
многозвенных биомеханических систем. Используя символьную запись, 
получим следующие уравнения для определения координат связанной N-
звенной системы тел: 

iij

i

j
ji QSQLQSYCYC sinsinsin

1

2
111 ++−= ∑

−

=

; 

iij

i

j
ji QSQLQSXCXC coscoscos

1

2
111 ++−= ∑

−

=

; 

,,...,3,2 Ni =  

(2.12) 

где i – номер звена; N – количество в связанной системе тел. 
Если потребовать, чтобы точка 1E  шестизвенника (рисунок 2.5) сов-

падала с началом системы координат и закрепить ее там, то тем самым 
возможность перемещения рассматриваемой системы тел еще больше 
ограничится. Вместо восьми степеней свободы остается шесть, соответ-
ственно числу тел в системе. Уравнения связи, означающие закрепление 
точки 1E  в начале системы координат, имеют вид: 

,0cos 111 =− QSXC  
.0sin 111 =− QSYC  

(2.13) 

Выразим линейные координаты шестизвенника через угловые. Из 
уравнения связи (2.13) получим: 

111 cosQSXC = ; 
111 sin QSYC = ; 

22112 coscos QSQLXC += ; 
22112 sinsin QSQLYC += ; 

(2.14) 
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3322113 coscoscos QSQLQLXC ++= ; 
3322113 sinsinsin QSQLQLYC ++= ; 

443322114 coscoscoscos QSQLQLQLXC +++= ; 
443322114 sinsinsinsin QSQLQLQLYC +++= ; 

55443322115 coscoscoscoscos QSQLQLQLQLXC ++++= ; 
55443322115 sinsinsinsinsin QSQLQLQLQLYC ++++= ; 

6655443322116 coscoscoscoscoscos QSQLQLQLQLQLXC +++++= ; 
6655443322116 sinsinsinsinsinsin QSQLQLQLQLQLYC +++++= . 

Как видно из уравнений, все линейные координаты ЦМ шестизвенника 
выражены через длины звеньев системы iL , расстояния от оси вращения зве-
ньев до начала подвижных систем координат iS  и тригонометрические функ-
ции углов наклона звеньев iQ  к осиOx . Шесть углов iQ  шестизвенника явля-
ются обобщенными координатами. Зная их, можно по уравнениям (2.15) 
определить все шесть координат точек iC  в декартовой системе координат. 
Для N-звенной системы тел уравнения (2.14) имеют вид: 

j

i

j
jiii QLQSXC coscos

1

1
∑
−

=

+= ; 

j

i

j
jiii QLQSYC sinsin

1

1
∑
−

=

+= ;  

,,...,3,2,1 Ni =  

(2.15) 

где i – номер звена; N – количество звеньев системы. 
Так как расположение начальной точки отсчета системы координат 

можно выбирать произвольно, исходя из простоты определения координат 
тел, поместим начала подвижных систем координат в ЦМ звеньев модели. 
Из уравнений связи получим формулы по определению координат ЦМ 
звеньев тела человека 

111 cosQSXC = ; 
111 sin QSYC = ; 

22112 coscos QSQLXC += ; 
22112 sinsin QSQLYC += ; 

3322113 coscoscos QSQLQLXC ++= ; 
3322113 sinsinsin QSQLQLYC ++= ; 

443322114 coscoscoscos QSQLQLQLXC +++= ; 
443322114 sinsinsinsin QSQLQLQLYC +++= ; 

55443322115 coscoscoscoscos QSQLQLQLQLXC ++++= ; 

 
 
 
 
 
(2.16) 
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55443322115 sinsinsinsinsin QSQLQLQLQLYC ++++= ; 
6655443322116 coscoscoscoscoscos QSQLQLQLQLQLXC +++++= ; 

6655443322116 sinsinsinsinsinsin QSQLQLQLQLQLYC +++++= . 
Для N-звенной модели запишем: 

j

i

j
jiii QLQSXC coscos

1

1
∑
−

=

+= ; 

j

i

j
jiii QLQSYC sinsin

1

1
∑
−

=

+= ; 
,,...,3,2,1 Ni =  

(2.17) 

где i – номер звена модели; iXC  – координата центра масс i-го звена по оси 
абсцисс; iYC – координата центра масс i-го звена по оси ординат; N – коли-
чество звеньев модели. 

Таким образом, положение центра масс звеньев модели вполне 
определено, если обобщенные координаты заданы в виде углов, образуе-
мых кинематическими звеньями с осью абсцисс. Аналогичным образом 
для определения координат осей шарниров поместим начало подвижной 
системы координат в дистальные оси шарниров: для первой системы ко-
ординат – шарнир, соединяющий первое звено со вторым; для второй – 
шарнир, соединяющий второе звено с третьим; для третьей – шарнир, со-
единяющий третье звено с четвертым; для четвертой – шарнир, соединя-
ющий четвертое звено с пятым и т. д. Из уравнений связи для шестизвен-
ной модели получим следующие выражения, определяющие координаты 
суставов звеньев тела человека: 

111 cosQLXO = ; 

111 sin QLYO = ; 

22112 coscos QLQLXO += ; 

22112 sinsin QLQLYO += ; 

3322113 coscoscos QLQLQLXO ++= ; 

3322113 sinsinsin QLQLQLYO ++= ; 

443322114 coscoscoscos QLQLQLQLXO +++= ; 

443322114 sinsinsinsin QLQLQLQLYO +++= ;    

55443322115 coscoscoscoscos QLQLQLQLQLXO ++++= ; 

55443322115 sinsinsinsinsin QLQLQLQLQLYO ++++= ; 

6655443322116 coscoscoscoscoscos QLQLQLQLQLQLXO +++++= ; 

6655443322116 sinsinsinsinsinsin QLQLQLQLQLQLYO +++++= . 

 
 
 
 
 
 
(2.18) 
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Для N-звенной модели запишем: 
;cos j

i

ji QLXO ∑=  ;sin j

i

ji QLYO ∑=  
(2.19) 

N,2,..., ,1=i  
где iXO  – координата дистального шарнира для i -го звена по оси Ox ; iYO  – 
координата дистального шарнира для i -го звена по оси Oy . 

 
2.3 Угловая скорость и ускорение звеньев тела 

Угловая скорость определяется значениями первой производной уг-
лового перемещения по времени. Функция, описывающая угловое пере-
мещение, является результатом инструментальных измерений и задана 
табличным способом в виде числовой последовательности обобщенных 
координат по времени. Например, в качестве исходных данных будет за-
висимость изменения обобщенных координат шестизвенной модели тела 
человека от времени при выполнении спортсменом рывка штанги (см. 
Приложение 1). Каждому номеру видеокадра соответствует определенное 
значение времени и обобщенных координат. Итак, функция изменения 
обобщенных координат с течением времени задается не аналитически, а в 
табличной форме по данным регистрации движений. Следовательно, при-
менить методы аналитического дифференцирования не представляется 
возможным. В этом случае для определения средней скорости изменения 
функции на некотором интервале времени можно воспользоваться любым 
из методов численного дифференцирования [4; 6; 8; 32]. 

Наиболее простым из них является метод дифференцирования по 
трем точкам. В результате выполнения промера исследуемого упражнения 
и считывания обобщенных координат составляется таблица значений уг-
лов наклона звеньев тела к оси абсцисс. В качестве аргумента функций 
обобщенных координат рассматривается время, которое вычисляется по 
данным частоты видеосъемки. Допустим, видеосъемка проводилась с ча-
стотой K  кадров в секунду. Тогда временной интервал между двумя бли-
жайшими кинокадрами ( t∆ ) равен 

/K.1=∆t  (2.20) 
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Для рассматриваемых табулируемых величин функция значения ар-
гумента в таблице, называемая узлами, образует арифметическую про-
грессию, разность которой h  называется шагом таблицы: 

,1+−=∆= ii ttth n. ..., 3, 2, ,0=i  (2.21) 
Первая и вторая производная обобщенных координат по времени, 

заданных в табличном виде, определяются из симметричных конечно-
разностных отношений 

,2/)( 11 hQQQ kkk −+ −= ,/)2( 2
11 hQQQQ kkkk ++ +−=  (2.22) 

где  ,kQ kQ  – приближенные значения первой и второй производной обоб-
щенных координат по времени и в момент времени itt = . Необходимые 
пояснения видны из рисунка 2.5. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рисунок 2.5 – Узлы и значения табулируемой функции 

Учитывая, что в системе СИ угловая скорость измеряется в рад/с, 
а значения обобщенных координат по результатам промера определяются 
в градусах, формулы для определения угловой скорости и ускорения зве-
ньев тела на основании равенств (2.22) примут вид 

,360/)( 11 hQQQ iii −+ −= π  
)180/()2( 2

11 hQQQQ iiii ++ +−= π , 
( 2.23) 

где π – математическая константа, приблизительно равная 3,14159. 
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Аналогично тому, что значение iQ  определяют значения обобщен-
ных координат кинематической модели ОДА тела человека, будем счи-
тать, что угловая скорость и угловое ускорение звеньев тела определяют 
обобщенную скорость и обобщенное ускорение звеньев модели. 

 
2.4 Линейная скорость  

и ускорение суставов звеньев тела 

Линейную скорость суставов звеньев тела можно определить из 
уравнений координат суставов (2.18) и (2.19), продифференцировав их по 
времени. Учтем, что для любой N-звенной системы, вообще говоря, опре-
деляются координаты N+1 точки (N-1 точек – соединения звеньев, а также 
координаты начала первого звена и конца последнего). Тогда для автома-
тизированного вычисления всего массива координат будем вести нумера-
цию точек с нулевого индекса. В этом случае это будет точка касания 
биомеханической системы с опорой. Так, для шестизвенной модели тяже-
лоатлета нулевая точка – это точка касания пальцев стопы с опорой. 
В случае движения в условиях опоры, располагая в этой точке начало не-
подвижной системы координат, получаем, что и координаты, и скорость, и 
ускорение этой точки будут равны нулю. 

Для других точек необходимо учесть, что дифференцируемая функ-
ция – сложная функция. Действительно, т. к. координаты суставов в пря-
моугольной системе Oxy  определяются через обобщенные координаты, а 
они, в свою очередь, являются функцией времени, то для любого из суста-
вов выполняется соотношение: 

,)(QFX = .)(tfQ =  
А так как функции Q  и X  имеют производные, то по правилу диф-

ференцирования сложных функций имеем 
.)/)(/(/ dtdQQXdtdXX ∆∆==  (2.24) 

Воспользуемся приведенным уравнением (2.24) для определения ли-
нейной скорости шарниров шестизвенной биомеханической модели. 
Учтем, что координаты (X, Y) голеностопных суставов для первого звена 
определяются из выражений: ,cos 111 QLX = .sin 111 QLY =  
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На основании дифференцирования сложных функций получим: 

;)cos(
dt

dX 1

1

111
1 dt

dQ
Q

QLX ⋅
∆

∆
==  

 .)sin( 1

1

111
1 dt

dQ
Q

QL
dt

dYY ⋅
∆

∆
==  

(2.25) 

Продифференцируем отдельно правые части уравнений (2.25) по 
промежуточным аргументам: 

;sin)cos(
11

1

11 QL
Q

QL
−=

∆
∆  

;cos)sin(
11

1

11 QL
Q

QL
=

∆
∆  

 .1
1 Q

dt
dQ =  

(2.26) 

Окончательно получим: 
;sin 1111 QQLX  −=  

.cos 1111 QQLY  =  
(2.27) 

Следовательно, линейная скорость дистального шарнира первого 
звена по оси )( 1XOx  и по оси )( 1YOy  определяется на основании значений 
первой обобщенной координаты )( 1Q , ее первой производной )( 1Q  и дли-
ны звена )( 1L . 

В такой же подробной записи рассмотрим определение линейной 
скорости дистального шарнира второго звена (коленные суставы). Коор-
динаты рассматриваемой точки )Y,( 22X , являющиеся осью шарнира, нахо-
дятся из выражений: 

;coscos 22112 QLQLX +=  
.cossin 22112 QLQLY +=  

Дифференцируя по времени, с учетом (2.24) находим:  

;)cos()cos( 2

2

221

1

112
2 dt

dQ
Q

QL
dt

dQ
Q

QL
dt

dxX ⋅
∆

∆
+⋅

∆
∆

==  

.)sin()sin( 2

2

221

1

112
2 dt

dQ
Q

QL
dt

dQ
Q

QL
dt

dYY ⋅
∆

∆
+⋅

∆
∆

==  
(2.28) 

Дифференцируя правые части уравнений (2.28) по промежуточным 
аргументам, отметим: 

 
;)cos(

1
1

1

11 X
dt

dQ
Q

QL =⋅
∆

∆  

47 



.Y)sin(
1

1

1

11 =⋅
∆

∆
dt

dQ
Q

QL  

Получим:  
;sin)cos(

22
2

22 QL
Q

QL
−=

∆
∆  

;cos)sin(
22

2

22 QL
Q

QL
=

∆
∆  

.2
2 Q

dt
dQ =  

И в окончательной форме для 2X  и 2Y  имеем: 
;sinsin 2221112 QQLQQLX  −−=  
.coscos 2221112 QQLQQLY  +=  (2.29) 

Аналогичным образом, не приводя подобных выкладок, определим, 
что линейная скорость дистального шарнира третьего звена по оси )( 3XOx  
и по оси )( 3YOy  находится из выражений: 

;sinL-sinsin 3332221113 QQQQLQQLX  −−=  
.cosLcoscos 3332221113 QQQQLQQLY  ++=  (2.30) 

Линейная скорость дистального шарнира четвертого звена: 
;sinL-sinL-sinsin 4443332221114 QQQQQQLQQLX  −−=  

.cosLcosLcoscos 4443332221114 QQQQQQLQQLY  +++=  (2.31) 

Линейная скорость дистального шарнира пятого звена: 
;sinL-sinL-sinL-sinsin 5554443332221115 QQQQQQQQLQQLX  −−=  
.cosLcosLcosLcoscos 5554443332221115 QQQQQQQQLQQLY  ++++=  (2.32) 

Линейная скорость дистального шарнира четвертого звена шестого 
звена: 

 ;sinsinsinsin sinsin 6665554443332221116 QQLQQLQQLQQLQQLQQLX  −−−−−−=  
.coscoscoscoscoscos 6665554443332221116 QQLQQLQQLQQLQQLQQLY  +++++=  (2.33) 

Таким образом, линейные скорости суставов звеньев тела человека 
),( 11 YX   можно определить исходя из значений обобщенных координат )( iQ , 

их первых производных по времени )( iQ  и длин звеньев тела )( iL . Распро-
страняя уравнения (2.29), (2.30), (2.31), (2.32), (2.33) на N-звенную модель 
тела человека, получим следующие выражения для определения линейной 
скорости дистального шарнира i-го звена: 

;sin
1

j

i

j
jji QQLX ∑

=

−=  .cos
1

j

i

j
jji QQLY ∑

=

=   (2.34) 
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Для определения линейного ускорения осей шарниров рассматрива-
емой модели ОДА тела человека необходимо найти вторую производную 
по времени от значений координат осей шарниров. Первая производная 
дает выражения (2.34), определяющие линейную скорость осей шарниров 
в прямоугольной системе координат. Их последующее дифференцирова-
ние по времени даст вторую производную или линейное ускорение шар-
ниров. Обозначим, как это и принято в механике, вторую производную 
через исходную функцию с двумя точками над ней. Тогда для первого 
звена: 

;)sin()( 111
1 dt

QQLdXX


 −
=′=  

 
 

Так как 1L  – постоянная величина, а )(1 tfQ =  и )(Q1 tF=  – функции, 
имеющие производные, то по правилу дифференцирования произведения 
двух функций с константой: 

;)()(sinsin)()sin(
11

1
1

11111 QL
dt

QdQ
dt

QLd
dt

QQLd 


−⋅+⋅
−

=
−  

.)()(coscos)()cos(
11

1
1

11111 QL
dt

QdQ
dt

QLd
dt

QQLd 


⋅+⋅=  

Выполнив последовательно дифференцирование для отдельных 
сомножителей, учитывая правило дифференцирования сложных функций: 

;)(
11

11 QL
dt

QLd 


−=
−

;coscos)(sin
11

1
1

1 QQ
dt

dQQ
dt

Qd
⋅=⋅=   

;)(
11

11 QL
dt

QLd 


= .sinsin)(cos
11

1
1

1 QQ
dt

dQQ
dt

Qd
⋅−=⋅−=   

Получим: 
;cossin 1

2
111111 QQLQQLX  −−=  

.sincos 1
2

111111 QQLQQLY  −=  
(2.35) 

Линейное ускорение оси дистального шарнира )Y,( 22X  для второго 
звена имеет вид:  

dt
QQLQQLdX )sinsin( 222111

2


 −−
= ; 

.
)cosLcoscos( 333222111

2 dt
QQQQLQQLd

Y


 ++
=  

Правые части уравнений можно представить в виде: 

.)cos()(Y 111
1 dt

QQLdY


 =′=
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dt
QQLd

dt
QQLd

dt
QQLQQLd )sin()sin()sinsin( 222111222111

 −
+

−
=

−−  

.)cos()cos()coscos( 222111222111

dt
QQLd

dt
QQLd

dt
QQLQQLd 

+=
++  

Отметим: 

;)sin(
1

111 X
dt

QQLd 


=
−  

.Y)cos(
1

111 


=
dt

QQLd  

Выполнив дифференцирование оставшихся членов правой части 
уравнений, получим: 

;cossincossin 2
2

222221
2

111112 QQLQQLQQLQQLX  −−−−=  
.sincossincos 2

2
222221

2
111112 QQLQQLQQLQQLY  −+−=  (2.36) 

Определяя аналогичным образом линейное ускорение дистального 
шарнира ),( 33 YX  третьего звена, получим уравнение вида: 

;coscoscossinsinsin 3
2

332
2

221
2

113332
2

221113 QQLQQLQQLQQLQQLQQLX  −−−−−−=

.sinsinsincoscoscos 3
2

332
2

221
2

113332221113 QQLQQLQQLQQLQQLQQLY  −−−+++=  (2.37) 

Линейное уравнение дистального шарнира (X4, Y4) четвертого звена: 

;cossincos

sincossincossin

4
2

444443
2

33

3332
2

222221
2

111114

QQLQQLQQL

QQLQQLQQLQQLQQLX




−−−

−−−−−−=

.sinsinsin

sincoscoscoscos

4
2

443
2

332
2

22

1
2

114443332221114

QQLQQLQQL

QQLQQLQQLQQLQQLY




−−−

−−++++=   
(2.38) 

Линейное уравнение дистального шарнира (X5, Y5) пятого звена: 

;cossincossincos

sincossincossin

5
2

555554
2

444443
2

33

3332
2

222221
2

111115

QQLQQLQQLQQLQQL

QQLQQLQQLQQLQQLX




−−−−−

−−−−−−=  

.sinsinsinsinsin

coscoscoscoscos

5
2

554
2

443
2

332
2

221
2

11

5554443332221115

QQLQQLQQLQQLQQL

QQLQQLQQLQQLQQLY




−−−−−

−+++++=   
(2.39) 

Линейное уравнение дистального шарнира (X6, Y6) шестого звена: 

;cossin

cossincossincos

sincossincossin

6
2

66666

5
2

555554
2

444443
2

33

3332
2

222221
2

111116

QQLQQL

QQLQQLQQLQQLQQL

QQLQQLQQLQQLQQLX







−−

−−−−−−

−−−−−−=

 

.sinsin

sinsinsinsincos

coscoscoscoscos

6
2

665
2

55

4
2

443
2

332
2

221
2

11666

5554443332221116

QQLQQL

QQLQQLQQLQQLQQL

QQLQQLQQLQQLQQLY







−−

−−−−−+

++++++=

  

(2.40) 
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Для N-звенной модели формулы, определяющие линейное ускорение 
оси дистального шарнира i-го звена, будут иметь вид: 

;cossin 2

11
jj

i

j
jjj

i

j
ji QQLQQLX  ∑∑

==

−−=  

.sincosY 2

11
jj

i

j
jjj

i

j
ji QQLQQL  ∑∑

==

−=  
(2.41) 

Следовательно, для вычисления значений линейного ускорения су-
ставов звеньев тела спортсмена по материалам оптической регистрации 
движений достаточно знать длины звеньев тела и обобщенные координа-
ты, а затем, вычислив первые и вторые производные от обобщенных ко-
ординат по времени, определить искомые величины.  

 
2.5 Линейная скорость и ускорение  

центров масс звеньев тела 

Линейная скорость и ускорение ЦМ звеньев тела определяется ана-
логично рассматриваемым кинематическим характеристикам суставов. 
С этой целью необходимо дважды продифференцировать координаты ЦМ 
звеньев тела (2.17) по времени. Первая производная является величиной 
линейной скорости ЦМ звена вдоль соответствующих осей декартовой си-
стемы координат, вторая производная – величиной линейного ускорения. 
После преобразований для шестизвенной модели получим: 

;sin 1111 QQSCX  −=  
;sinsin 2221112 QQSQQLCX  −−=  

;sinsinsin 3332221113 QQSQQLQQLCX  −−−=  
;sinsinsinsin 4443332221114 QQSQQLQQLQQLCX  −−−−=  

;sinsinsinsinsin 5554443332221115 QQSQQLQQLQQLQQLCX  −−−−−=  

;sin

sinsinsinsinsin

666

5554443332221116

QQS

QQLQQLQQLQQLQQLCX




−

−−−−−−=

;cos 1111 QQSCY  =  
;coscos 2221112 QQSQQLCY  +=  

;coscoscos 3332221113 QQSQQLQQLCY  ++=  
;coscoscoscos 4443332221114 QQSQQLQQLQQLCY  +++=  

;coscoscoscoscos 5554443332221115 QQSQQLQQLQQLQQLCY  ++++=  

.cos

coscoscoscoscos

666

5554443332221116

QQS

QQLQQLQQLQQLQQLCY




+

+++++=  

(2.42) 
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Для рассматриваемой N-звенной модели линейная скорость ЦМ зве-
на вдоль оси )( iCXOx  и оси )( iCYOy  для i-го звена запишем в виде: 

;sinsin
1

1
ijijj

i

j
ji QQSQQLСХ  −−= ∑

−

=

 

.coscos
1

1
ijijj

i

j
ji QQSQQLСY  +−= ∑

−

=

 
(2.43) 

Для определения линейного ускорения ЦМ звеньев тела спортсмена 
выполним дифференцирование первой производной по времени от декар-
товых координат ЦМ звеньев модели по методике, изложенной выше. 
Опуская промежуточные вычисления, запишем сразу уравнения, связы-
вающие линейные ускорения ЦМ звеньев тела по осям декартовой систе-
мы координат с обобщенными координатами рассматриваемой биомеха-
нической системы, обобщенными скоростями, длинами звеньев модели и 
расстоянием от ЦМ звеньев тела до осей проксимальных шарниров.  

Для шестизвенной модели первого звена: 
;cossin 1

2
111111 QQSQQSCX  −−=  

.sincosY 1
2

111111 QQSQQSC  −=  
Для шестизвенной модели второго звена: 

;coscossinsin 2
2

221
2

112221112 QQSQQLQQSQQLCX  −−−−=  
.sinsincoscos 2

2
221

2
112221112 QQSQQLQQSQQLCY  −−+=  

Для шестизвенной модели третьего звена: 
;coscoscossinsinsin 3

2
332

2
221

2
113332221113 QQSQQLQQLQQSQQLQQLCX  −−−−−−=  

.sinsinsincoscoscos 3
2

332
2

221
2

113332221113 QQSQQLQQLQQSQQLQQLCY  −−−++=  
Для шестизвенной модели четвертого звена: 

;coscoscos

cossinsinsinsin

4
2

443
2

332
2

22

1
2

114443332221114

QQSQQLQQL

QQLQQSQQLQQLQQLCX




−−−

−−−−−−=  

.sinsinsin

sincoscoscoscos

4
2

443
2

332
2

22

1
2

114443332221114

QQSQQLQQL

QQLQQSQQLQQLQQLCY




−−−

−−+++=  

Для шестизвенной модели пятого звена: 

;coscoscoscoscos

sinsinsinsinsin

5
2

554
2

443
2

332
2

221
2

11

5554443332221115

QQSQQLQQLQQLQQL

QQSQQLQQLQQLQQLCX




−−−−−

−−−−−−=  

.sinsinsinsinsin

coscoscoscoscos

5
2

554
2

443
2

332
2

221
2

11

5554443332221115

QQSQQLQQLQQLQQL

QQSQQLQQLQQLQQLCY




−−−−−

−++++=  
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Для шестизвенной модели шестого звена: 

;coscos

coscoscoscossin

sinsinsinsinsin

6
2

66555

4
2

443
2

332
2

221
2

11666

5554443332221116

QQSQQL

QQLQQLQQLQQLQQS

QQLQQLQQLQQLQQLCX







−−

−−−−−−

−−−−−−=

 

.sinsin

sinsinsinsincos

coscoscoscoscos

6
2

66555

4
2

443
2

332
2

221
2

11666

5554443332221116

QQSQQL

QQLQQLQQLQQLQQS

QQLQQLQQLQQLQQLCY







−−

−−−−−+

+++++=

 

Используя буквенные индексы, можно записать выражения линей-
ного ускорения ЦМ i-го звена по оси абсцисс )( iCX и ординат )( iCY в сле-
дующем виде: 

;)cossin()cossin( 22
1

1
iiiiijjjj

i

j
ji QQQQSQQQQLCX  +−−−= ∑

−

=

 

.)sincos()sincos( 22
1

1
iiiiijjjj

i

j
ji QQQQSQQQQLCY  −+−=∑

−

=

 
(2.44) 

Рекуррентная структура уравнений (2.44) позволяет вычислять ли-
нейное ускорение ЦМ i-го звена для N-звенной модели рассматриваемой 
биомеханической системы и автоматизировать процесс формирования 
уравнений для ЭВМ. 

 
2.6 Силы реакции опоры и связи в суставах 

Долгое время в биомеханике тяжелоатлетических упражнений дина-
мические характеристики определяли с использованием инструменталь-
ных методов регистрации движения, так, в частности, с использованием 
тензоплатформы. Опорная реакция регистрировалась как в вертикальной, 
так и в горизонтальной плоскости [39]. По вертикальной составляющей 
опорной реакции можно достаточно четко фиксировать ритм движения 
атлета, длительность отдельных фаз. По вертикальной и горизонтальной 
составляющим анализируют направление вектора силы тяжелоатлета, 
следовательно, и траекторию движения штанги. По горизонтальной мож-
но судить о характере изменения скорости движения снаряда. 

Однако практическое применение для определения силы реакции 
опоры и связи в суставах спортсмена с использованием тензоплощадки на 
соревнованиях не представляется возможным. 
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Развитие таких разделов механики, как сопротивление материалов, 
теория механизмов и машин, строительная механика и детали машин, да-
ли возможность использовать аналитические методы определения сил, 
возникающих в различных системах. 

Активный поиск расчетных методик начали предпринимать в био-
механике в конце 60-х годов [3]. Однако используемые алгоритмы вычис-
лений с соответствующими программами расчетов не распространялись 
на N-звенную модель. В своих исследованиях мы ориентировались на ра-
боту [42; 45], где эта задача успешно преодолена.  

Для построения расчетной модели сил реакции опоры и связей в су-
ставах воспользуемся уравнениями кинетостатики и введем следующие 
обозначения: iX  – ускорение центра масс i-го звена по оси Ox ; iY  – уско-
рение центра масс i-го звена по оси Oy ; iP − вес первого звена; iM  – масса 
i-го звена; ( )xRi  – сила реакции связи по оси Ox  в i-м шарнире модели; 

( )yRi  – сила реакции связи по оси Oy  в i-м шарнире модели; iR  – результи-
рующий вектор силы реакции связи в i-м шарнире. 

 
Рисунок 2.5 – Обозначение в кинематической схеме  

биомеханической системы, принятые для построения расчетной модели  
силы реакции опоры и связи в суставах 

В принятых обозначениях для шестизвенной модели можно запи-
сать: 

;)( 6655443322111 XmXmXmXmXmXmxR  +++++=   
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;)( 66554433222 XmXmXmXmXmxR  ++++=
 

;)( 665544333 XmXmXmXmxR  +++=  
;)( 6655444 XmXmXmxR  ++=  

;)( 66555 XmXmxR  +=  
;)( 666 XmxR =  

;)( 6543216655443322111 PPPPPPYmYmYmYmYmYmyR +++++++++++= 

;)( 6543266554433222 PPPPPYmYmYmYmYmyR +++++++++= 
 

;)( 6543665544333 PPPPYmYmYmYmyR +++++++= 
 

;)( 6546655444 PPPYmYmYmyR +++++= 
 

;)( 6566555 PPYmYmyR +++= 
 

.)( 6666 PYmyR += 
 

 
 
 
 

(2.45) 

В принятых обозначениях для N-звенной модели биомеханической 
системы «спортсмен – штанга» можно записать: 

( ) j

N

j
ji XmxR ∑

=

=
1

, ( ) ∑∑
==

+=
N

j
jj

N

j
ji PYmyR

11

 , .,...,2,1. Ni =  (2.46) 

Выразим X , Y согласно уравнениям (2.41) через обобщенные коор-
динаты, геометрические характеристики звеньев тела и, подставив в урав-
нения (2.45), (2.46), выполним необходимые преобразования. Для ше-
стизвенной модели получим: 

;sinsinsinsinsin

sincoscos

coscoscoscos)(

6
2

6165
2

5154
2

4143
2

3132
2

212

1
2

11165432166165515

44143313221211111

QQCQQCQQCQQCQQC

QQCPPPPPPQQCQQC

QQCQQCQQCQQCyR







−−−−−

−−++++++++

++++=

 

;sinsinsinsinsin

sincoscos

coscoscoscos)(

6
2

6265
2

5254
2

4243
2

3232
2

222

1
2

1216543266265525

44243323222211212

QQCQQCQQCQQCQQC

QQCPPPPPQQCQQC

QQCQQCQQCQQCyR







−−−−−

−−+++++++

++++=

 

;sinsinsinsinsin

sincoscos

coscoscoscos)(

6
2

6365
2

5354
2

4343
2

3332
2

232

1
2

131654366365535

44343333223211313

QQCQQCQQCQQCQQC

QQCPPPPQQCQQC

QQCQQCQQCQQCyR







−−−−−

−−++++++

++++=

 

;sinsinsinsin

sinsincoscos

coscoscoscos)(

6
2

6465
2

5454
2

4443
2

343

2
2

2421
2

14165466465545

44443343224211414

QQCQQCQQCQQC

QQCQQCPPPQQCQQC

QQCQQCQQCQQCyR







−−−−

−−−+++++

++++=

 

;sinsinsinsin

sinsincoscos

coscoscoscos)(

6
2

6565
2

5554
2

4543
2

353

2
2

2521
2

1516566565555

44543353225211515

QQCQQCQQCQQC

QQCQQCPPQQCQQC

QQCQQCQQCQQCyR







−−−−

−−−++++

++++=
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;sinsinsinsin

sinsincoscos

coscoscoscos)(

6
2

6665
2

5654
2

4643
2

363

2
2

2621
2

161666665565

44643363226211616

QQCQQCQQCQQC

QQCQQCPQQCQQC

QQCQQCQQCQQCyR







−−−−

−−−+++

++++=

 

;coscoscoscos

coscoscossin

sinsinsinsin)(

6
2

6165
2

5154
2

4143
2

313

2
2

2121
2

11166165515

44143313221211111

QQCQQCQQCQQC

QQCQQCQQCQQC

QQCQQCQQCQQCxR







−−−−

−−−−−

−−−−−=

 

;coscoscoscos

coscossinsin

sinsinsinsin)(

6
2

6265
2

5254
2

4243
2

323

2
2

2221
2

12166265525

44243323222211212

QQCQQCQQCQQC

QQCQQCQQCQQC

QQCQQCQQCQQCxR







−−−−

−−−−−

−−−−−=

 

;coscoscoscos

coscossinsin

sinsinsinsin)(

6
2

6365
2

5354
2

4343
2

333

2
2

2321
2

13166365535

44343333223211313

QQCQQCQQCQQC

QQCQQCQQCQQC

QQCQQCQQCQQCxR







−−−−

−−−−−
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где коэффициенты ijC соответственно равны: 
;16151413121111 LmLmLmLmLmSmC +++++=  

;262524232212 LmLmLmLmSmC ++++=  
;3635343313 LmLmLmSmC +++=  

;46453414 LmLmSmC ++=  
;665515 LmSmC +=  

;6616 SmC =  
;161514131221 LmLmLmLmLmC ++++=  

;262524232222 LmLmLmLmSmC ++++=  
;3635343323 LmLmLmSmC +++=  

;46453424 LmLmSmC ++=  
;665525 LmSmC +=  

;6626 SmC =  
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;1615141331 LmLmLmLmC +++=  
;2625242332 LmLmLmLmC +++=  
;3635343333 LmLmLmSmC +++=  

;46453434 LmLmSmC ++=  
;665535 LmSmC +=  

;6636 SmC =  
;16151441 LmLmLmC ++=  

;26252442 LmLmLmC ++=  
;36353443 LmLmLmC ++=  

;46453444 LmLmSmC ++=  
;665545 LmSmC +=  

;6646 SmC =  
;161551 LmLmC +=  
;262552 LmLmC +=  
;363553 LmLmC +=  
;465554 LmSmC +=  
;665555 LmSmC +=  

;6656 SmC =  
;1661 LmC =  
;2662 LmC =  

;3663 LmC =  
;4664 LmC =  
;5665 LmC =  
.6666 SmC =  

Для рассматриваемой N-звенной модели уравнения силы реакции 
опоры и связи в шарнирах для i-го шарнира имеют вид: 
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(2.47) 

В приведенных уравнениях коэффициенты ijC неизменны для каждой 
модели на всей траектории движения, поэтому их достаточно вычислить 
один раз. В зависимости и от значения индексов i и j коэффициенты ijC  
равны: 
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2.7 Кинетическая энергия 

Как известно из курса теоретической механики, кинетическая энер-
гия тела, совершающего поступательное плоскопараллельное движение, 
определяется выражением 

2

2mvT =  (2.48) 

где T – кинетическая энергия тела; m – масса тела; v – линейная скорость 
любой точки тела [9; 29; 69; 93; 86]. 

Если движущееся тело к тому же совершает и вращательное движе-
ние, то кинетическая энергия тела будет определяться его поступательной 
и вращательной составляющими 

,
22

22 QJmvT c


+=  (2.49) 

где v – линейная скорость ЦМ тела; Jc – момент инерции тела относитель-
но оси, проходящей через ЦМ тела перпендикулярно плоскости движе-
ния; Q  – угловая скорость тела. 

Движение биомеханической системы является сложным движением, 
т. к. оно включает в себя поступательную и вращательную компоненты, 
соотносимые к каждому звену рассматриваемой модели. Тогда для рас-
сматриваемой шестизвенной биомеханической системы для каждого из 
звеньев кинетическая энергия определяется следующим формульным вы-
ражением: 
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2
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1
СYСXmQJT
 +

+=  (2.50) 

 
если i < j  

если ji =  

если i > .j  
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где 1СX  – линейная скорость ЦМ первого звена по оси Ox декартовой си-
стемы координат; 

1СY  – линейная скорость центра масс первого звена по оси Оу декар-
товой системы координат; 

1Q  – угловая скорость первого звена; 
1J  – центральный момент инерции первого звена; 
1m  – масса первого звена; 

1T  – кинетическая энергия первого звена. 
Аналогично для последующих звеньев: 
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(2.51) 

Учитывая, что значения линейных скоростей ЦМ звеньев тела опре-
деляются через длины звеньев Li, что расстояния от проксимальных суста-
вов до ЦМ звеньев Si и обобщенные координаты Qi по формульным выра-
жениям (2.43), прибегнув к тригонометрическим тождествам, можно запи-
сать уравнения определения кинетической энергии каждого звена биоме-
ханической системы в общем виде  
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 (2.52) 

Так как кинетическая энергия всей биосистемы – сумма кинетиче-
ских энергий ее звеньев, то кинетическая энергия N-звенной биомехани-
ческой системы равна 

∑
=

=
N

i
iTT

1
, (2.53) 

где Ti определяется по формуле (2.52). 

59 



2.8 Моменты мышечных сил 

Причина механического движения тел – силы, которые действуют 
между телами. Движение N-звенной биомеханической системы вслед-
ствие наложенных суставами связей – это вращательное движение одного 
звена относительно другого. В этом случае мера воздействия мышечного 
аппарата тела человека на движение определяется не силой тяги мышц, а 
моментами этих сил. Если мы сможем определить моменты мышечных 
сил, которые развивает спортсмен при выполнении соревновательных 
упражнений, мы сможем оценить, какие мышечные группы лимитируют 
возможность совершения определенных движений и целенаправленно 
развивать те группы мышц, которые являются ключевыми в реализации 
движения. 

В уравнения движения, описанные в гл. 1, входят моменты мышеч-
ных сил. Следовательно, для зарегистрированного движения появляется 
возможность аналитического расчета моментов. Запишем формульные 
выражения вычисления моментов мышечных сил для рассматриваемой 
шестизвенной биомеханической системы: 

21111
2

6

1
11

6

1
1 cos)sin()cos( MMYAA jj

j
jjj

j
j −=+−−− ∑∑

==

ϕϕϕϕϕϕϕ  ; 

;cos)sin()cos( 32222
2

6

1
22

6

1
2 MMYAA jj

j
jjj

j
j −=+−−− ∑∑

==

ϕϕϕϕϕϕϕ 

43333
2

6

1
33

6

1
3 cos)sin()cos( MMYAA jj

j
jjj

j
j −=+−−− ∑∑

==

ϕϕϕϕϕϕϕ  ; 

54444
2

6

1
44

6

1
4 cos)sin()cos( MMYAA jj

j
jjj

j
j −=+−−− ∑∑

==

ϕϕϕϕϕϕϕ  ; 

65555
2

6

1
55

6

1
5 cos)sin()cos( MMYAA jj

j
jjj

j
j −=+−−− ∑∑

==

ϕϕϕϕϕϕϕ  ; 

6666
2

6

1
66

6

1
6 cos)sin()cos( MYAA jj

j
jjj

j
j =+−−− ∑∑

==

ϕϕϕϕϕϕϕ  . 

(2.54) 

В этом случае последовательность, начиная с последнего уравнения, 
в формульном выражении включает не разность моментов, а значение 
M6 – момент сил в лучезапястных суставах спортсмена, возможно вычис-
ление моментов сил в каждом шарнире шестизвенной системы. 
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